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1. Racionalice el denominador de la fraccién

V2
V24+v3 -5

Escriba la respuesta en la forma mas simple.
Solucién:
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2. Un ntmero complejo z # 0 se escribe en forma polar cuando se expresa
de la forma z = r(cosf + isenf) donde r > 0 y € es un angulo medido
en radianes. En tal caso, también escribimos z = rZf. Si Z representa el
conjugado del ntimero complejo z, demuestre:

r{=r/—0
=r/27 — 0.
Solucién:
Note que
Z=X+iy=
r(cosf+iseng )
L5
rZ0 = r(cosf + isenf)
= r(cosf — isenf)
= r(cos(—0) + isen(—0))
=rZ—40.
Ademds, como cos(2m — 6) = cos@ y sen(2mr — 0) = —send, el resto

esta claro.



3. Suponga que 71 y 75 son dos ceros reales del polinomio P(x) = az?+bx+c,
donde a, b, ¢ son ntimeros reales con a > 0. Exprese |r; — 13| en términos
de los coeficientes a, b, c.

Solucion:

(r1 —ro)? =12 — 2riry + 13
= (r? 4+ 2r17g +13) — 41179

= (7’1 —|—’l"2)2 - 4’/"17’2

Por lo tanto,



4. Considere la funcién

ar +b

flo) = cx +d’

donde a, b, ¢,d son nimeros reales. Hallar condiciones necesarias y sufi-
cientes relativas a los coeficientes a, b, ¢, d para que f = f~1.

Solucidén:

Calculamos la funcién inversa:

ar +b ay +b
==

cr+d cy+d
= x(cy+d)=ay+b
= cry+xd=ay+b
= ylcx —a)=—xd+b

y:

—dz +b
—y=—""
Cr —a

_ —d b

L ) = D

CT — Q

Por lo tanto f = f~1, si y sélo si f(x) = f~!(x) para toda x en el dominio
comin de fy f!, siysélosid=—a,siysélosiat+d=0.



5. Describa geométricamente en el plano complejo el conjunto
A={zeCllz+1| < |z -1}

Solucion 1:
Note que

f+1 < -1 eVt P+ < o174+
S @+1)P+y? <(z-17°+y
s+ 2r+1l<?—20+1
& 2r < —2x
S dr <0
S <0

Por lo tanto A = {z € C| Rez < 0}

Solucion 2:

Note que para todo z € C, |z + 1| = |z — 1| si y sélo si la distancia en
el plano de z a —1 es la misma que la de z a 1, y esto ocurre si y sélo
si z queda en la bisectriz perpendicular del segmento desde —1 a 1 en el
plano, es decir, en el eje imaginario. Entonces |z 4+ 1| < |z — 1] si y s6lo si
z queda a la izquierda del eje de imaginario, es decir, si y solo si Re z < 0.



6. El nimero 27,931 es el producto de tres factores primos que estan aprox-
imadamente en razén 1 : 2 : 3. Halle los tres factores primos.
Solucion:
Suponga que a es el primer primo de modo que tenemos que los factores
estarfan en razén aproximada de a : 2a : 3a. Por lo tanto 27,931 es aprox-
imadamente 6a>, de suerte que a® es aproximadamente 27,931/6 que es
aproximadamente 4655. Si a = 17, entonces a® = 4913. En este caso,
tendriamos 2a ~ 34 de modo que podriamos tomar como segundo factor
un primo cercano, como 31. Note que 27931 = 31(901), de modo que el
numero dado es divisible por 31. En tal caso 3a ~ 51. Tomando a un
primo cercano, como 53, y constando que 53 divide a 901, vemos que los
factores son 17, 31 y 53.
Nota: La respuesta mas comun es 17,37, 53 (jincorrectal)



7. Resuelva la siguiente congruencia:
2 =20 +2=0 mdd 5

Solucion:
En lo que sigue todas las congruencias son moédulo 5:

-2 4+2=0=>22-2z+1=—-1
= (r—1)*=—1.

Como —1 =4 modd 5, vemos
(r—1)*=2* méd5

Como 5 es primo, vemos que £ —1 =2 méd 5 oz —1 = —2 mdd 5,
esdecir x =3 méd 5 o x = —1 mdd 5. Por lo tanto las soluciones son
=3 méd b oz =4 mébd 5.



8. Halle la media aritmética del conjunto de todos los divisores positivos de
1800.
Solucion:
La factorizacién prima de 1800 es 23 - 32 - 52. Es facil ver que si p es un
nimero primo y n es un entero positivo, entonces el nimero de divisores
de p"™ es n + 1. Ademaés la suma de los divisores de p" es

n—l—l_l
1+p+p2+"'pn:ppT-

En nuestro caso, el nimero de divisores es (3+1)(2+1)(2+1) = 4(3)(3) =
36, mientras que la suma de los divisores es

20 -1 3 -1 5 -1

. = (15)(13)(31
51 3-1 $_7 - (153G
= 6045.
Por lo tanto, el promedio deseado es
6045
—— ~ 167.92.
36



9. Considere dos eventos independientes A y B tal que P(A) = 1/4 y
P(B) = 1/3. Halle P(A U B°); aqui B° denota el complemento del con-
junto B.

Solucién 1:

Solucion 2: Por la figura:

12
111
PAUB ==+ — 4=
( 61272
_3
==



10. Recuerde que |z ] es el entero mayor n tal que n < x. Note que sin = |z],
entonces n < x <n+ 1.
Resuelva la ecuacion

2|z|* +5|z] —3=0.

Solucién:

Tome t = |x] y escriba la ecuacién dada como 2t* + 5t — 3 = 0, es decir,
(2t —1)(t +3) = 0. Por lo tanto, t = 1/2 o t = —3. Descartando ¢t = 1/2,
vemos que |z] =t = —3. Esto ocurre si y sélo si z € [—3, —2).
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